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Etude des Pseudo-Lignes de Kikuehi Observ6es en Mieroseopie Eleetronique/l Balayage* 

PAR E. VICARIO, M. PITAVAL ET G. FONTAINE 

Ddpartement de Physique des Matdriaux, Laboratoire d'Emission Electronique, Facultd des Sciences, 
43 Bd du 11 novembre 1918, 69 Villeurbanne, France 

(Recu le 22 janvier 1970) 

Patterns resembling Kikuchi patterns have been observed with a scanning electron microscope on silicon 
single crystals. The contrast of lines and bands is discussed (for symmetric and asymmetric bands and 
for contrast inversion). The lines, circles and parabolae are explained. Across poles, lines with high 
indices allow measurement of either lattice parameter or wavelength of primary electrons. 

Le microscope 61ectronique /t balayage permet d'ob- 
server, sur des 6chantillons monocristallins 6pais, des 
figures analogues aux lignes de Kikuchi obtenues en 
microscopie 61ectronique par transmission. Mises en 
6vidence pour la premi6re fois par Coates (1967), ces 
pseudo lignes de Kikuchi ont 6t6 attribu6es ~t l'absorp- 
tion anomale des 61ectrons primaires tombant sur le 
cristal sous incidence de Bragg pour une s6rie donn6e 
de plans r6flecteurs (Booker, Shaw, Whelan & Hirsch, 
1967). On trouvera dans l'article de Schulson & van 
Essen (1969) une discussion des conditions favorables 
~t l'obtention de telles lignes. 

Nous montrerons que les indices des plans actifs peu- 
vent atteindre des valeurs 61ev6es conduisant h des lig- 
nes dont la position varie rapidement avec la tension 
appliqu6e ou les modifications 6ventuelles du para- 
re&re cristallin. Par analogie avec les figures de Kossel, 
l'observation des intersections fortuites de telles lignes 
permet une mesure des param~tres cristallins ou, 
r6ciproquement, l'6talonnage des longueurs d'onde 

* Cet  article recouvre  une partie d 'un  travail  de recherche 
qui const i tue  une th6se de D o c t o r a t  6s Sciences Physiques,  
enregistr6e au C . N . R . S .  sous le no. A . O . 3 9 8 9  et qui  sera 
sou tenue  aupr6s de la Facul t6  des Sciences de L y o n  le 29 oc- 
tob re  1970, par  E. Vicario.  
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Fig. 1. Posi t ions  relatives de l '6chantil lon, du d6tecteur D et 
de la direction moyenne  du faisceau incident  I (IN et ND 
sont  perpendiculaires  ~. l 'axe h; Nn est la normale  5. l '6chan- 
tillon). 

du faisceau 61ectronique. Au voisinage d'un axe de forte 
sym6trie on observe des paraboles et des cercles dont 
nous montrons qu'ils correspondent en fait b. des enve- 
loppes de lignes dont on d6termine les indices. 

Malgr6 l'interpr6tation de Booker et al. (1967) le con- 
traste des lignes n'est pas encore parfaitement compris 
et nous commencerons par en discuter les caract6risti- 
ques. 

Les observations d6crites dans cet article ont 6t6 fai- 
tes sur des monocristaux de silicium de surface (111), 
mais nous avons d6jh rapport6 des observations analo- 
gues sur d'autres cristaux, A1 et GaAs (Vicario, Pitaval, 
Dupuy & Uzan, 1968; van Nieuwenhuyze, Pinard, Pi- 
taval, Vicario & Uzan, 1969). 

Contraste des lignes et des bandes 

La Fig. 1 sch6matise leg positions relatives de l'6chan- 
tillon, de la direction moyenne du faisceau incident I e t  
du d6tecteur fixe. Pour obtenir des pseudo-lignes de 
Kikuchi fines la divergence angulaire du faisceau inci- 
dent doit ~tre aussi faible que possible et de l'ordre de 
10 -4 radian. Au cours du balayage, le faisceau incident 
pivote autour d'un point fixe O, faisant avecla direc- 
tion moyenne I un angle au moins 6gal ~ l'angle de 
Bragg correspondant/~ des plans &indices assez faibles 
pour des 61ectrons de 30 keV (quelque 10 -2 radian). La 
largeur du faisceau sur l'6chantillon est de l'ordre de 
50/~ 200 microns et la largeur d'6chantillon balay6e de 
1 /~ 5 ram. La nature du contraste des lignes observ6es 
d6pend bien entendu du mode de fonctionnement uti- 
lis6, suivant que l'on d6tecte les 61ectrons secondaires, 
r6trodiffus6s ou absorb6s par l'6chantillon. Les r6sul- 
tats qui suivent valent pour les 61ectrons r6trodiffus6s 
ou secondaires, les contrastes obtenus avec le courant 
d'6chantillon 6tant compl6mentaires. 

(a) Pour une direction moyenne du faisceau incident 
perpendiculaire/~ la surface de l'6chantillon (g = 0), les 
bandes apparaissent blanches, bord6es de noir, par rap- 
port au fond continu. Elles sont sym6triques. Pour des 
plans r6flecteurs de faibles indices, on observe, en plus 
de la bande, des lignes noires parall~les correspondant 
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aux rrflexions de Bragg d'ordres suprrieurs (Vicario, 
Pitaval, Dupuy & Uzan, 1968). 

(b) Pour un 6chantillon inclin6 (c~> 10 °) les bandes 
parallrles h la ligne de plus grande pente (h') restent 
symrtriques: blanches bordres de deux lignes noires. 
Les autres bandes deviennent dissymrtriques: elles sont 
bordres d'un crt6 par une ligne noire et de l'autre par 
une ligne blanche. Les lignes correspondant aux plans 
rrflecteurs d'indices plus 61evrs sont soit blanches, soit 
noires: la ligne noire correspond ~t la plus grande inci- 
dence du faisceau primaire sur l'rchantillon (Fig. 2). 
Contrairement h certains clichrs de Coates (1967), et 
Shaw, Booker & Coates (1969), la dissymrtrie du con- 
traste observ6 ne nous semble pas due ~t une diffrrentia- 
tion 6ventuelle du signal d'une bande symrtrique: d'une 
part, sur un marne clichr, on peut observer des bandes 
symrtriques et des bandes dissymrtriques et, d'autre 
part, le traitement du signal utilis6 61imine au mieux 
les effets de diffrrentiation (Vicario, Pitaval & Uzan, 
1970). 

(c) Pour un 6chantillon tr~s inclinr, le contraste 
d'une bande symrtrique s'inverse. En drtectant les 61ec- 
trons rrtrodiffusrs seuls une bande symrtrique blanche 
devient noire (Fig. 3) pour les valeurs de l'angle d'inci- 
dence e suprrieures h une valeur critique (~63  °) qui 
augmente lorsque l'rnergie des 61ectrons primaires di- 
minue; l'angle critique correspond h une zone non con- 
trastre o4 la bande disparait sur quelques degrrs. La 
Fig. 4, qui a 6t6 prise en drtectant les 61ectrons secon- 
daires sous les m~mes conditions que pour la Fig. 3, 
montre clairement que cette inversion du contraste 
d'une bande n'est pas observre en secondaires. 

L'interprrtation de Booker et aL (1967) semble ac- 
tuellement insuffisante pour expliquer et la dissymrtrie 
du contraste et son inversion aux fortes incidences. 
Cette interprrtation est basre sur le traitement dyna- 
mique de l'61ectron primaire, la normale ~t la surface 
de l'rchantillon 6tant parall~le aux plans rrflecteurs. 
Quand on modifie les conditions aux limites en tenant 
compte de l'inclinaison de la normale sur les plans rr- 
flecteurs on obtient bien une dissymrtrie, mais elle est 
nrgligeable devant l'effet observr. (Vicario, Pitaval & 
Fontaine, 1970). L'inversion du contraste ressemble 

celle qui est observre en Kikuchi par rrflexion 
(Alam, Blackman & Pashley, 1954) et la dissymrtrie 
prrsente une analogie avec celle qui est observre 
en microscopie 61ectronique conventionnelle, les origi- 
nes des lignes observres en balayage ou en trans- 
mission sont toutefois tr~s diffrrentes, puisque les 
positions grom&riques des premibres peuvent routes 
s'expliquer h partir de l'angle d'incidence du faisceau 
primaire. 

Description g~om~trique des lignes 

Le balayage de l'~cran d'observation se fait en syn- 
chronisme avec celui de l'rchantillon: l'intensit6 d'un 
point M '  de l 'rcran (Fig. 7) est proportionnelle au nom- 
bre d'61ectrons secondaires (ou rrtrodiffusrs) 6mis par 

l'rchantillon quand le faisceau incident atteint le point 
M de sa surface. Les pseudo-lignes de Kikuchi s'ob- 
tiennent quand le faisceau incident est en position de 
Bragg pour une famille de plans rrflecteurs donnre; 
elles peuvent se drterminer par une construction gro- 
mrtrique analogue ~t celle des lignes de Kossel (James, 
1962). 

Soient + g les vecteurs du rrseau rrciproque d'ori- 
gine O (point de pivotement du faisceau primaire) cor- 
respondant ~t ces plans. De l'extrrmit6 des vecteurs, on 
m~ne deux plans perpendiculaires h g; ces plans cou- 
pent la sphere de centre O et de rayon 2/2 suivant deux 
cercles (Fig. 8). Les directions de balayage qui am~nent 
le faisceau incident en position de Bragg sont obtenues 
en joignant O ~t un point quelconque de ces cercles: 
eUes drfinissent un double crne de sommet O, d'axe g. 
Les pseudo-lignes de Kikuchi finalement observres sont 

o 
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M" N' Ecran 

Fig.7. L'intensit6 d'un point M'  de l'rcran d'observation e s t  
proportionnelle au nombre d'61ectrons 6mis par le point M 
correspondant de l'rchantiUon. 
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Fig. 8. Les bandes de Kikuchi sont des hyperboles (intersec- 
tions d'un crne d'axe g avec l'rcran d'observation). 
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Fig.2. La bande (220) sym6trique est orient6e suivant la ligne 
de plus grande pente du cristal. 
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Fig. 3. Inversion du contraste de la bande (220) pour  les 61ec- 
trons r6trodiffus6s. Incidence moyenne  du faisceau 63 ° 
Tension des 61ectrons primaires 30 kV. 

Fig.4. Clich6 obtenu avec les 61ectrons secondaires dans les 
mSmes condi t ions  que le clich6 2. 

Fig. 5. Exemple de paraboles sym6triques respectivement 
blanche et noire, au voisinage de I'axe [01 l]. 

[ To face p. 2 
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Fig. 6. Cercle centr6 sur l'axe [001]. 
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Fig.9. Paraboles le long d'une bande (220). 
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25,5 kV 26 kV 

26,5 kV 27 kV 

27,5 kV 28 kV 
Fig. 10. Lignes d'indices 61ev6s au voisinage de l'axe [001]. 

[ To .face po 3 
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donc des coniques, intersection de ce c6ne par le plan 
d'observation. 

Aux tensions utilis6es (V~30  keV), la longueur 
d'onde associ6e aux 61ectrons est tr~s faible (___ 7.10 -2 A) 
et les angles de Bragg petits ( _  10 -2 radian), il s'en suit 
qu'un vecteur g actif doit ~tre presque perpendiculaire 

la direction moyenne du faisceau incident. Dans ce 
cas, on voit que les pseudo-lignes de Kikuchi observ6es 
sont des hyperboles. En fair, les ordres de grandeur 
sont tels que ces hyperboles sont toujours assimilables 
~t des droites dans la r6gion d'observation. Par exemple, 
pour la bande (246) du silicium, la variation de largeur 
est inf6rieure ~t 1% de part et d'autre d'un 6cran d'ob- 
servation de 10 cm de c6t6. 

Fig. 11. Quand OA se rapproche de ON', 0 augmente;  N'B 
poss6de un minimum. Le point A est sensiblement au milieu 
de BB'. 

0 • ' 2  THT 30 kV 

~ (a+O) ~ - -  

0,1 

o 2bo " p,2+q2+l 

Fig. 12. Variation des angles, c( entre ]e plan (pql) et l'axe 
[001] 0 de Bragg. (c~+0) entre ]e bord de la bande et ]'axe 
[001]. 

Enveloppes de lignes 

Sur de nombreuses photographies dont on voit quel- 
ques exemples (Figs. 6 et 9), on remarque, en plus des 
lignes droites, un certain nombre de paraboles et de 
cercles. Une 6tude plus attentive montre qu'il s'agit en 
fait d'enveloppes de lignes rectilignes. 

Cercles 

On peut observer des cercles d'un diam~tre impor- 
tant centr6s sur les axes de plus grande sym6trie [001], 
[011] et [111]. Nous nous limiterons/~ expliquer l'ori- 
gine du cercle centr6 sur l'axe [001]. Consid6rons un 
plan (pqT) faisant un angle ~ avec l'axe [001] parall~le 
/~ la direction moyenne du faisceau incident (Fig. 11). 
Parmi diff6rents plans de type (pqT), /~ celui dont 
p2+q2+  1 5. la plus grande valeur, correspond l'angle 
de Bragg 0 le plus grand et l'angle g le plus petit. Les 
courbes de la Fig. 12, obtenues en consid6rant que 
p2 + q2 + 1 varie de fa~on continue, montrent qu'en par- 
tant des faibles indices, l'angle 0c diminue plus vite que 
0 n'augmente, (~+0)  diminue, la ligne correspondant 
au point B de la Fig. 11 se rapproche de l'axe [001]. 
Pour les valeurs de p 2 +  q 2 +  1 suffisamment 61ev6es, 
diminue moins vite que 0 n'augmente, (0 + ct) augmente, 
la ligne s'61oigne de l'axe. I1 existe donc une valeur de 
(~ + 0) pour laquelle les lignes (pql) sont ~t une distance 
de l'axe [001] qui reste stationnaire quand les indices 
varient (Shinohara, 1935). 

Plus quantitativement, cherchons la valeur de p2+ 
q2+ 1 correspondant ~t la position pour laquelle (~ + 0) 
est minimum. Posons 

x =  1/p-~++q2+l, b =  ;~12a. 

a cst le param&re du cristal cubique 
2 la longueur d'onde associ6e aux 61ectrons incidents. 
On obtient 

sin ~=  1/x  sin O = b x ,  

d'ofi l 'on d6duit 

sin (~ + 0)= ] / ( l ~ - b  2 + b ]/x -y-~- 1 • 

Le minimum de (~ + 0) s'obtient en annulant la d6riv6e 
de (ct + 0) par rapport h x. 
On obtient 

b x  4 V ( 1 / x 2 ) - b  2 = [/x--iZ_l 
soit 

xE= l /b  . 

La solution obtenue correspond h des plans tels que 
sin ~ = sin 0: pour ces plans, les 61ectrons diffract6s se 
propagent parall~lement ~t l'axe [001]. 

En fait, il est exceptionnel que des plans v6rifient 
exactement cette relation, mais il y a toujours des plans 
dont les indices sont tels que p2 + q2_t_ 1 est voisin de la 
valeur th6orique. La condition est d' ailleurs facile ~t r6a- 
liser du fait que pour cette valeur, (~ + 0) varie lente- 
ment avec la somme des carr6s des indices. Le Tableau 
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1 indique les distances d'une ligne & l'axe [001] pour dif- 
f6rents couples (pq) proches de la valeur th6orique; la 
tension d'acc616ration du faisceau primaire a 6t6 fix6e 
~t 30 kV; tension & laquelle ont 6t6 prises les photogra- 
phies du montage de la Fig. 6. 

Nous avons calcul6 la distance en prenant une 6chelle 
angulaire 10 -z rad. =3,88 mm correspondant & un cer- 
cle de 63 mm de rayon. La courbe (Fig. 13) obtenue ex- 
p6rimentalement montre que, pour le cercle, 1 -  cos (c~ 
+0)  est bien proportionnel & la longueur d'onde des 
61ectrons primaires. Comme le cercle est form6 par les 

2a 
plans (pql) tels que p2+qZ+ 1 = - ~ -  ce ne sont pas 

toujours les m~mes plans qui donnent les cercles; leurs 
indices d6pendent de la tension d'acc616ration du fais- 
ceau incident. 

A 30 kV, le minimum est atteint pour x z =pZ + q2 + 1 
= 152. On trouve, en admettant une erreur de 0,4 mm 
sur la mesure du rayon de 63 mm: 

8 plans de type 11 1 1 
8 plans de type 9 7 1 
8 plans de type 11 3 1 
8 plans de type 11 5 1 
4 plans de type 9 9 1 
8 plans de type 11 7 1 
8 plans de type 13 1 1 
8 plans de type 13 3 1 

soit au total 60 plans pour le cercle complet. 
Par rapport  au fond continu, une moiti6 du cercle 

est blanche et l 'autre moiti6 noire, cette derni~re corres- 
pondant aux plus fortes incidences du faisceau primaire 
sur l'6chantillon. Compte tenu des conditions de con- 
traste signal6es dans la premiere partie, la zone de non 
contraste s6parant les deux parties du cercle correspond 
bien & un diam~tre horizontal h (Fig. 1). Pour le m~me 
6chantillon de surface (111), le cercle observ6 autour de 
l'axe [111] est enti~rement blanc: il correspond & une 
incidence constante du faisceau primaire sur l'6chan- 
tillon. On peut noter que si la ligne (pql-) est tangente 
au cercle, la ligne (pql) d6finissant l 'autre bord de 
bande, passe au voisinage du centre du cercle. Nous 
6tudierons ces lignes dans une quatri~me partie. 

Paraboles 
Les paraboles que l 'on observe au voisinage des ban- 

des de type (220) sont visiblement constitu6es de seg- 
ments rectilignes (Fig. 9); mais l 'on peut montrer que 
les enveloppes de ces segments sont bien des paraboles. 
En effet les plans (pqr), (p'q'r') et (220) appartiennent 

une meme zone lorsque leurs vecteurs dans l'espace 
r6ciproque sont coplanaires, soit pour 

r p + q  
/ = . (1) p '+q '  

2,2 

+ 2, 

8 1,8, 

1,6. 

1,4 
7 8 9 lb 11 lZ lO-2A 

Fig. 13. Variations exp6rimentales du diam/~tre du cercle [001] 

Fig. 14. Les bandes conespondant aux plans (pqr) et (220) 
enveloppent deux paraboles de foyer F. 

0 
Indices p2+qZ+ 1 ~adians) 
7 7 1 99 0,065350 
9 5 1 107 0,067926 

11 1 1 123 0,072822 
9 7 1 131 0,075185 

11 3 1 131 0,075185 
11 5 1 147 0,079658 
9 9 1 163 0,082919 

11 7 1 171 0,085930 
13 1 1 171 0,085930 
13 3 1 179 0,087922 
11 9 1 203 0,093648 
13 7 1 219 0,097279 

Tableau 1 

ffadian~ 
0,100674 
0,096825 
0,090289 
0,087482 
0,087482 
0,082591 
0,079325 
0,076545 
0,076545 
0,074814 
0,070244 
0,067626 

~+0 
@adians) 
0,166024 
0,164751 
0,163111 
0,162667 
0,162667 
0,162249 
0,162244 
0,162475 
0,162475 
0,162736 
0,163892 
0,164905 

Distances & l'axe 
(ram) 

64,4733 
63,9792 
63,3424 
63,1698 
63,1698 
63,0075 
63,0057 
63,0953 
63,0953 
63,1966 
63,6456 
64,0390 
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Les plans d'une m~me zone donnent des bandes, dont 
les milieux passent par un mSme point, qui est l'inter- 
section de l'6cran fictif d'observation et de l'axe de zone 
passant par le point O de pivotement du faisceau. En 
fait, l'axe de zone 6tant en g6n6ral inclin6 par rapport/~ 
la direction moyenne du faisceau incident, le point ainsi 
obtenu n'est qu'approximative/nent au milieu des dif- 
f6rentes bandes (Fig. 11), mais l'inclinaison de l'axe de 
zone sur le plan d'observation 6tant toujours faible, 
nous n6gligerons cet effet. Soit F l'intersection sur l'6- 
cran d'observation du milieu des bandes (pqr) et (220), 
cette derni6re bande 6tant choisie comme direction de 
l'axe Fy (Fig. 14). La largeur d'une bande (pqr) est telle 
que: 

F H = F H ' -  2LG 2a ~/p2+q2+r£" 

LG 6tant la constante du microscope correspondant 
la distance fictive L entre l'6cran d'observation et le 
point de pivotement du faisceau; G est le grandissement 
correspondant. 

D'autre part si ~ est l'angle entre le plan (pqr) et le 
plan (220), donc l'angle entre les bandes correspon- 
dantes, 

p - q  
cos ~= ~/2(p2+q2+r2 ) 

on en d6duit les coordonn6es x et y des points H et H '  

j x = + FH cos ~ = + ~ (p - q) 

2LG (p + q)2 + r 2 
Y = -T-FH sin ~ = ~ ~ 2 

(2) 

En comparant (1) et (2), on voit que y reste constant 
pour des plans (pqr) de la zone d'axe OF quand ces 
plans ont mame indice r. Les bandes des plans en zone 
avec les bandes de type (220) enveloppent done des pa- 
raboles de sommet S e t  de foyer F ainsi qu'on peut le 
voir sur la Fig. 9 off les bandes donnant les paraboles 
ont 6t6 index6es. 

Si les plans (220) sont parall~les 5. la ligne de plus 
grande pente du cristal, les bandes enveloppant les pa- 
raboles sont blanches du c6t6 correspondant 5. la plus 
faible incidence, noires de l'autre c6t6, et dans ce cas, 
qui est celui de la Fig. 5, on observe une parabole blan- 
che et une noire sym6triques par rapport au foyer. 
D'autre part le cercle peut ~tre consid6r6 comme la li- 
mite des paraboles. En effet il est la limite des bandes 
correspondant aux plans qui se rapprochent de l'axe 
[001] et les sommets des paraboles successives corres- 
pondent ~t de tels plans. Finalement, on pent sans aucun 
doute attribuer la nettet6 particuli~re des paraboles et 
des cercles observ6s au renforcement des bandes dans 
les r6gions d'intersection (Vicario, Pitaval & Fontaine, 
1970). 

A x e s  de zone 

Le paragraphe pr6c6dent d6crit des observations rela- 
tives aux lignes (hkl) correspondant au point B de la 
Fig. 11. Les lignes (hkl) correspondant ~t l'autre bord 
de bande (point B', Fig. 11) sont situ6es au voisinage 
de l'axe de zone. Nous avons d6j5. d6crit ces lignes au 
centre de l'axe [001] (Vicario & Pitaval, 1969). D'in- 
dices 61ev6s, elles donnent des figures dont la forme va- 
rie rapidement avec l'6nergie des 61ectrons incidents 
(Fig. 10). 

Par analogie avec les lignes de Kossel, la coincidence 
fortuite de trois lignes de Kikuchi permet en principe de 
d6terminer le param~tre cristallin avec une bonne pr6ci- 
sion si la longueur d'onde des 61ectrons est connue et 
r6ciproquement (Hoier, 1969). Par exemple, on montre 
ais6ment que les lignes (11,5,1), (5,11,1) et (5,]-1,1) se 
croisent exactement sur l'axe de zone [001] pour une 
longueur d'onde 2 des 61ectrons incidents telle que 

147), = 4 a .  

Pour cette valeur les lignes sont d'ailleurs hors de 
contraste par confusion des lignes noires et blanches. 
La pr6cision sur la mesure de ), est done th6oriquement 
la mame que sur la mesure du param&re a. Nous dis- 
cuterons ult6rieurement les limitations exp6rimentales 
impos6es essentiellement par l'estimation de la coinci- 
dence exacte (Pitaval, Fontaine & Durupt, 1070). 

Conclusion 

Bien que l'origine des lignes observ6es en microscopie 
61ectronique ~ balayage ne soit pas la m~me que celle 
des lignes de Kikuchi observ6es en microscopie 61ec- 
tronique conventionnelle, les figures obtenues sont g6o- 
m6triquement analogues (Wilman, 1948a, b). Paraboles 
et cercles observ6s peuvent s'interpr~ter comme enve- 
loppes de lignes. La position des lignes d'indices 61ev6s 
qui apparaissent au voisinage des axes de zone varie 
rapidement avec des variations 6ventuelles du para- 
m&re cristallin: elles doivent permettre une mesure 
pr6cise de ces variations. 

Note ajoutde aux epreuves: Depuis 1' envoi de et article, 
1' inversion du contrasted'  une bandeaux  fortes inci- 
dences a 6galement 6t6 observ6e par E. D. Wolf & T. E. 
Everhart (communication priv6e) pour une position 
diff6rente du d6tecteur ( annulaire autour du faisceau 
incident 1), confirmant que 1' effet n'est pas du b. l a 
position g6om6trique de ce d6tecteur. 
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A Method for the Extension and Refinement of Crystallographic Protein Phases Utilizing 
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A method is formulated for refining and/or extending a set of crystallographic phases by real-space 
convolution utilizing the fast Fourier-transform algorithm. The method is applied to extending a set of 
myoglobin phases and the results show that high-resolution structural information can be obtained from 
high-resolution intensities and low-resolution phases. 

Increasing interest is being shown in tile application of 
the Karle & Hauptman (1956) tangent formula to re- 
fining and/or extending a set of crystallographic pro- 
tein phases. Tangent formula calculations are presently 
done as reciprocal-space convolutions, and computer- 
time considerations limit the number of reflections 
which can be considered. Moreover, the non-negativity 
property of the electron-density function, which is as- 
sumed by this method, is only approximately satisfied 
when applied to data short of atomic resolution, and 
cannot be directly imposed on these data. Nor can 
other desirable adjustments of the electron-density 
function be made easily. We present a real-space meth- 
od for phase extension and refinement involving the 
calculation of sharpened electron densities by a fast 
Fourier-transform algorithm, which minimizes these 
difficulties and is much simpler conceptually. 

It is closely related to, but not analytically equiva- 
lent to, the tangent formula, and is also similar to the 
'phase correction' techniques of Hoppe & Gassmann 
(1968). The method is here applied to predicting a set 
of myoglobin phases between 3 and 2,~ resolution. The 
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predicted phases were generated from 2A intensities 
and from 3A phases obtained by the method of mul- 
tiple isomorphous replacement. The extended (2A) 
electron density map showed noticeable improvement 
over the 3A map. 

The method 

Sayre (1952) showed that a relationship between struc- 
ture factors (F's) can be derived from the fact that, for 
structures composed of like atoms, the electron density 
function, Q (x,y,z), and its square are very nearly alike. 
Applying this condition to a sharpened electron density 
function or E map (QE), consisting essentially of point 
atoms, calculated from normalized structure factors 
(E's), one obtains the self-convolution 

EL=ChEF_.ugh_k, (1) 
k 

where C is real and, in principle, constant for a given 
resolution, and the E 's  are complex. Equating real and 
imaginary parts of equation (1), and dividing, yields 
tile tangent formula: 

IEk Eh-k [sin(~0k + ~0h_k) 
tan (oh = k . (2) 

Y. IEkEb_k Icos(~0k + ~0h_k) 
k 


